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FIGURE 1 — Définition des points z;.  piqure 2 — Intersection avec |0, +ool.

On définit par récurrence une suite (2, )nen+ de nombres complexes a 1’aide de propriétés
géométriques. Soit O le point d’affixe 0, fixons z5 = 1 et construisons z, a partir de z,_1
en imposant des conditions sur le triangle Oz, _1z,. Il doit étre :

rectangle en z,_1, orienté dans le sens direct, tel que |zp—1 — 2zn| = 1.

La réunion des segments [z, z,+1] constitue une ligne polygonale infinie (notée L) de forme
spirale (figures 1 et 2).

Partie I. Expression d’un argument.

1. Formuler trés précisément un résultat de cours liant la fonction arctan avec un argu-
ment d’un nombre complexe non nul.

2. Exprimer z, en fonction de z,_1 de |z,_1| et de i puis |z,41]| en fonction de z,. En
déduire |z,| en fonction de n.

3. Pour n > 1, on définit «,, par :

n
1
Oy = arctan —
Montrer que a,, est un argument de z,.
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Partie II. Lemme technique.

Dans cette partie, (upn)n>2 €t (Vn)n>2 sont deux suites de réels strictement positifs. On
deéfinit (Uy,)n>2 et (V,,)n>2 par

Uy =us+ug+ -+ upy, Viw=va+v3+ -+,

1. Calculer un équivalent de la forme ﬁ (A réel) pour

(7=-%)
Vvn—1 N/ n>2
2. On suppose (Up)n>2 dominée par (vp)n>2 €t (V;,)p>2 convergente vers un réel V.
a. Montrer que (Up)n>2 est convergente. On note U sa limite.
b. Montrer que (U — U,,)n>2 est dominée par (V — V), >2.
3. Soit B > 0 et (uy,),>2 une suite équivalente a (Bn’%)n» Mountrer que

(U )n>2 est
. . . 1
convergente et que, si U est sa limite, (U — U, ),>2 est dominée par (n~2),

>2-

Partie III. Un développement asymptotique.

Pour n > 1, on pose
1
n=2vn—2vn—1—arctan —
Vn

1. Déterminer une suite simple équivalente & (up)nen. En déduire que (uy,)nen vérifie
les hypothéses de I1.3.

2. Etablir I’existence d’une constante réelle C' telle que

Qy, = 2f—C+O(n7%)

Partie IV. Intersection avec |0, +ool.

On parcourt la ligne polygonale L dans le sens direct a partir de zj.

1. Montrer que L coupe la demi-droite [0, +00] en une infinité de points notés successi-
vement My(= zo), M1, ..., My, ... (figure 2).
L’unique aréte de la ligne polygonale L qui contient le point My, (k > 1), est désignée
PAT |Zy(k)—1, Zu(k)]-

2. Montrer que v(k) ~ k*>? en +o0 et en déduire

2
v(k) = k*n® + Crk + % +0(1)
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Corrigé

Partie I. Expression d’un argument.

1. On peut citer le résultat suivant.

Si z est un nombre complexe dont la partie réelle est strictement positive alors

arctan(gzgg) est un argument de z.

2. Les régles de construction de z,.1 & partir de z,, se traduisent par

2'71_5_12%—0—12—"=(|zn|—|—z)—77 = |zne1| = llzn] +il = V2w + 1

A partir de |zg| = 1, on obtient |z;| = v/2 puis, par récurrence,
VneN, |z, =vn+1
3. On cherche la forme exponentielle de z,1. Définissons un 3, :

N
avec zpi1 = (|zn| + z)ﬁ
n

1
B, = arctan — = arctan
|2n]

1
vn+1
D’apreés le résultat cité dans la premiére question, 3, est un argument de |z, |+ d’ou

|z | + 7 = ||2n] + i|ew" =/n+2¢Pn

Soit #,, un argument de z,, alors :

Zn1 = (|2n] + Z)Zin = Znp1 =Vt 2ePn e = \/p 2 P t0n)

|2n]

donc 60, + B, est un argument de z,,11.
Comme zy = 1, on choisit 8y = 0 donc Sy est un argument de z;.
On en déduit que By + f1 est un argument de 2o et ainsi de suite par récurrence.

n

g = et
= arctan ——
k+1 ¢ Vi

=1

n—1
Vn>1, o+ B+ + Bt = Zarctan
k=0

est un argument de z,.
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Partie II. Lemme technique.

1. Développons le terme en n — 1 :

1 1 1

vn—1 - %(1_5)75 -

L’équivalent cherché est donc

1 1 1 1

\/ﬁ<1+21n+0(i)> =%+2n\/ﬁ+0(m)

1
2ny/n’
2. a. Comme (up)n>2 est dominée par (vy)n>2, il existe un réel M tel que

Vk>2, 0 <ur < Mug (1)

En sommant, de k =2 & n, on en déduit 0 < U,, < M V,,.
La suite (Vn)nzg est strictement croissante car v, > 0 et converge vers V qui est
la borne supérieure de I’ensemble de ses termes donc

Vn>2 0<U, <MV

La suite (Uy)n>2, croissante et majorée, converge. On note U sa limite.

b. Pour n fixé et p > n, remarquons que
Upt1 + Ungo + - +up = Uy, — U,
Vpt1 +Upp1 +--+v, =V, =V,
En sommant l'inégalité (1) pour k entre n + 1 et p, on obtient
0<Up—Un <MV, —Vy)

De plus, (Up —Uy)p>n €t (Vp — Vi) k>n convergent respectivement vers U — U, et
V — V,,. Par passage a la limite dans 'inégalité (1) on obtient

Yn>20<U-U, <MV -V,)

ce qui prouve que (U — Uy, )p>2 est dominée par (V — V,)p>2.

3. Remarquons d’abord que ’hypothése wu,, ~ Bn~% avec B > 0 entraine que u, est
strictement positive & partir d’un certain rang. Les raisonnements de la question 2.
s’appliquent encore dans ce cas. Considérons

1
vn—1

Un =

Si-

Rémy Nicolai ASpira



MPSI B

9 février 2023

1

. e L1 .3 R .
C’est une suite positive équivalente & 5n~2 d’aprés 1. On en tire

_3
Up, Bn~2
—_— Y

Un

~ ~2B
an 2

Ceci assure que (uy)n>2 est dominée par (vy,),>2.

Orv,=1- ﬁ (sommation en dominos) converge vers 1 donc, d’aprés a., (Up)n>2

1

converge (limite U) et, d’aprés b., (U — Uy,)p>2 est dominée par 1 — V,, = T

Partie III. Un développement asymptotique.

1. A partir des développements

Vi T= V(- )t = V(1

tan (=) = —— 1 _fomd)  x(-1)
arctan | — = —— — on 2 —
Vn Voo 3(y/n)?
On obtient
" 4 3 12

2. On adopte les notations de la partie II. En particulier :

1
Up=2vn—-2vVn—1—arctan — = U, =us + -+ up, =2vn —2 —a,, + 0

Vn
D’aprés II. 3., et ’équivalent trouvé pour u,,, la suite (U )n>2 converge vers un nombre
noté U et la suite (U — U, )n>2 est dominée par ( =)n
On peut en déduire un développement de a, :

>2-

an=2vyn—-2+a1-U,=2yn—2+a1 — U+ (U-U,)
:2\/ﬁ+(—2+a1—

=C

U)+O(n~?)
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Partie IV. Intersection avec |0, +ool.

1. La ligne polygonale rencontre une infinité de fois la demi-droite formée par les réels
positifs car la suite des arguments «,, diverge vers +oc.

2. On peut préciser le k-iéme point d’intersection M. Il correspond a k tours de la
spirale. Il est placé sur le segment formé par deux z d’indices v(k) et v(k) + 1.

Qy(k) < 2kT < Q)41

Il est clair que (v(k))y diverge vers 4+oo. Utilisons le développement obtenu en III.2.

21/ c+o——f — @
Vo Vo(k)
Dans le O du membre de droite ﬁgure un v(k) au lieu de v(k) + 1 car, comme v(k)
diverge vers +o0, on a v(k) + 1 ~ v(k).
Par le théoréme d’encadrement :
2km

2/v(k)

— 1= v(k) ~ k72

Comme

Vuk) +1 = y/u(k)

Pencadrement (2) s’écrit encore

1+—

3

O(

1
) <
Vu(k)
Introduisons une suite (Bk);>, :
B = Vok) (27 — 2/u(k) + C

Elle est bornée a cause de ’encadrement précédent et permet d’écrire

. C B Br 1
v(k) = k7 + 257 2#7 o(1)

car (Bk),>, est bornée et v(k) ~ k?w2. En élevant au carré :

Vil =kr+ § +0(1) =

A
N———
S || =
=
Nyl
S~—

2
v(k) = 7k + 7Ck + % +0(1)

1
la « butéee » étant km O(%) =0(1)
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